VIIL. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny (5-8. osztaly) Megoldasok, 7. osztaly

1. A harmadikos Domanak nem megy jol az Osszeadds. Ezért azt a szornyl 1001110011 2002

feladatot kapta a nyéri sziinetre, hogy készitsen egy hatalmas tdbldzatot, 1002120011 3003
amelynek els6 oszlopdban egymds alatt szerepelnek azok a négyjegyti po- : : '

zitiv egész szamok 1001-t81 9999-ig, amelyek nem oszthatdk 10-zel. A tab- | T ’ 755 ’1 16 63’

lazat méasodik oszlopdban minden sorban legyen az a négyjegyli szam, 5387919785115664
amelynek a szamjegyei forditott sorrendben szerepelnek, mint az els6 osz- : :
lopban ugyanabban a sorban 1év0 szdm szamjegyei, a harmadik oszlopban

pedig legyen a sor elsé két szdmdnak Ssszege. A kitoltott tablazat egy rész-  [9998[8999 118997
lete 14that6 az abran. 999919999119998

a) Hany kiilonboz0 szam szerepel a harmadik oszlopban?
b) Hany olyan kiilonb6z6 szam van a harmadik oszlopban, amelyik oszthaté 77-tel?
(Bencze Mihdly, Brasso)

Megoldds: Legyen az els6 oszlopban 1év6 szam abcd. Ekkor sem a, sem d nem lehet 0. A harmadik
oszlopban 1év6 0sszegre alkalmazzuk a helyi érték szerinti bontést:
S =abcd +dcba =1000a +100b +10c +d +1000d +100c +10b +a =
=10010a+d)+110{b +c).
a)Mivel 1£a<9 és1<d <9, ezért 2<a+d <18, tehataz a+d 0Osszeg 17-féle kiillonbozo értéket
vehet fel. Hasonl6an igaz, hogy 0<b<9 és 0<c<9, ezért 0<b+c<18. Ezért b+c Osszeg 19-
féle kiillonbozo értéket vehet fel. Ha megvalasztjuk az a+d és a b +c értékeket, akkor az meghata-
rozza az S Osszeget. Lassuk be, hogy ha ezeket az értékeket kiilonbozoféleképpen vélasztjuk meg,
akkor S 6sszeg értéke is kiillonboz6 lesz. Ha a +d értékét csokkentem/novelem 1-gyel, akkor S 6sz-
szeg értéke 1001-gyel né/csokken. 110 [@b + c) értéke nem tud 1001-gyel néni/csokkenni, mert a
szorzat oszthaté 10-zel. Ha pedig a +d értékét legalabb 2-vel csokkentem/ndvelem, akkor S 0sszeg
értéke legalabb 2002-vel csokken/nd, és 110 Eﬂb + c) értéke nem tud 2002-vel noni/csokkenni, mert
1100{b +c) <1108 =1980 < 2002.
A harmadik oszlopban 17 19 =323 kiilonb6z6 szdm szerepel.
b) 1001 és 110 is oszthat6 11-gyel, igy minden 0sszeg oszthatd 11-gyel. Ahhoz, hogy 77-tel is oszt-
hat6 legyen, 7-tel is oszthatonak kell lennie. Az 1001 oszthaté 7-tel, ezért a +d értékét tetszélegesen
megvalaszthatjuk. Viszont a 110 nem oszthat6 7-tel, igy az 6sszeg pontosan akkor oszthat6 77-tel, ha
b+ c oszthat6 7-tel. Ez haromféleképpen lehetséges: b+c¢=0; b+c =7 vagy b+c =14.
Vagyis 1713 =51 kiilonb6z6 6sszeg van a harmadik oszlopban, amely oszthat6 77-tel.

. A Bergeng6c Ligdban minden labdarigé mérkdzés végén a gydztes csapat 3 pontot kap, a vesztes
csapat nem kap pontot, dontetlen esetén mindkét csapat 1 pontot kap. A Kukutyini Kakasok csapata
14 mérkdzésen tigy tudott 26 pontot gytijteni, hogy 0sszesen 7 golt rigtak és 3 golt kaptak.

a) Hany mérkozést nyertek meg a Kukutyini Kakasok?
b) Mennyi lett a végeredmény azon a mérkdz¢€siikon, amelyiken a legtobb golt 16tte a két csapat Osz-
szesen?

(Erdos Gabor, Nagykanizsa)

Megoldads:

A Kakasoknak van legaldbb 6 gydzelme, hiszen 5 gydzelem esetén még ha a tobbi 9 mérkdzés don-
tetleniil zarul, akkor is csak 24 pontot szerezhetnek. Nem lehet 9 vagy anndl tobb gy6zelme a Kaka-
soknak, mert akkor legalabb 27 pontjuk lenne. Tehat a gy6zelmeik szdma 6; 7 vagy 8.

1. eset: 6 gyOzelmet szereztek. Ekkor sziikség van még 8 dontetlenre, hogy az 6sszpontszdmuk 26
legyen. Ez nem lehetséges, mert ha nem kaptak ki, akkor a 8 dontetlen sordn ugyanannyi gol ragtak,
mint amennyit kaptak, a 6 gydzelem sordn pedig legalabb 1-1 géllal tobbet ragtak, mint az ellenfél,
ezért Osszesen legalabb 6 goéllal tobbet kellett volna rdgniuk, mint kapniuk, de csak 3-mal rigtak
tobbet, mint amennyit kaptak.



VIIL. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny (5-8. osztaly) Megoldasok, 7. osztaly

2. eset: 7 gy6zelmet szereztek. Ekkor pontosan 5 dontetlent jatszottak és kétszer kaptak ki a Kakasok.
Csak 7 golt rugtak, ezért csak tigy nyerhettek 7 meccset, ha mindegyiket 1:0-ra nyerték. Ezen kiviil
nem rugtak golt, igy az 5 dontetlen csak 0:0 lehetett. A 3 kapott géllal kétszer kikaptak: egyszer 0:1,
egyszer 0:2 lett az eredmény. Ez tehat lehetséges.

3. eset: 8 gydzelmet szereztek. Ez nem lehetséges, hiszen minden gydztes meccsen kell legalabb egy
go6lt rigni, de a Kakasok csak 7 golt rigtak.

Mivel csak egy eset lehetséges, ezért a Kakasok 7 mérkdzést nyertek meg, és a leggdlgazdagabb
mérkozésiik végeredménye 0:2.

. Az ABC haromszog A csucsandl 1évo belsd szogének nagysaga 75°. A haromszog BC oldaldnak van
olyan D pontja, amelyre az ABD és az ACD haromszogek egyenld szardak. Hany fokosak lehetnek
az ABC haromszog bels6 szogei?

(Szabo Magda, Szabadka)
Megoldds:
Az ABD és az ACD haromszogben is van legaldbb két-két szog, amelyek egyenldk. Nevezziik a foly-
tatdsban ezeket a szogeket fontos szogeknek.
A D-nél 1évo két szog, az BDA< és az ADC< koziil legfeljebb az egyik lehet fontos, mert koziiliik
az egyik legalabb 90°, és egy haromszognek nem lehet két darab legalabb 90°-o0s belso szoge.
A két szog kozil az egyik fontos szog. Ha ugyanis nem lenne az, akkor DAB<« = ABD<« és
CAD< = DCAX teljesiilne, és mivel CAD< + DAB< =75°, ezért a hdromszog belsé szogeinek 0sz-
szege 150° lenne, ami lehetetlen. Vagyis a két szog koziil pontosan egy fontos, €s szimmetria okokbdl
feltehetjiik, hogy ez az ADC<t. A BDA« nem fontos szdg, ezért az ABD egyenl6 szard haromszog-
ben a mésik két belsd szog fontos szog: DABX = ABDX=qa. ADC< =2a, mert az ABD hiaromszog
kiils6 szoge. Igy tehdt két eset maradt az alapjan, hogy az ACD egyenl§ szdrd haromszdgben melyik
belso szog egyenld az ADC<-gel.
1.eset: CAD<«=ADC« =2aq.

C

a o
A B
Az A csucsnal 1év0 bels6 szog CAD< + DABX =2a +a =3a =75°, igy a =25°.

A haromszog belsd szogei 75°; 25° és 80°.
2. eset: DCA<x =CAD<x ==2q.

C

= =5

A haromszog belso szogeinek dsszege 75° +a +2a =180°, tehat a =35°.
Ennek a haromszognek a belsé szdgei 75°; 35° és 70°.
Az ABC haromszog belsd szogeire két lehetdség van: 75°; 25°; 80° vagy 75°; 35°; 70°.
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. Laura készitett az anyukdjanak egy sziiletésnapi meglepetést, amit egy PIN-kdéddal lezart dobozba
tett, és naponta adott egy-egy Uj informéciét a kodrol. Hétfon elarulta, hogy a kéd egy négyjegyli
pozitiv egész szam. Kedden kozolte, hogy a szamnak 12-nél tébb osztdja van. Szerddn megsugta,
hogy a pératlan osztok szdma 7-nél kevesebb. Csiitortokon azt az informéciot adta, hogy a szamnak
18-ndl kevesebb osztdja van. Pénteken ismét a paratlan osztok szaméat pontositotta, eldrulta, hogy 4-
nél tobb paratlan osztdja van a kddnak. Szombaton figyelmeztette az anyukdjat, hogy ha haromszor
rossz PIN-kédot ad meg, akkor a doboz zérolja magéat és sosem jut hozza a meglepetéshez. (A feladat
szovegében az osztok mindig a pozitiv osztokat jelentik.)
A Laura éltal megadott informécidk alapjan biztosan ki lehet nyitni a dobozt?

(Juhdsz Péter, Budapest)
Megoldds:
A PIN-kédnak 5 vagy 6 pératlan osztéja van. Irjuk fel a lehetséges PIN-kédot N =2 [GZm +1) alak-
ban. Ha a szdmnak az s pdratlan szdm osztdja, akkor oszt6i a 2 [; 22 [3;...:2" 3 szdmok is. A szam
Osszes osztdjat fel tudjuk {rni ugy, hogy vessziik a paratlan osztéit, és mindegyik mogé leirjuk az
0sszes lehetséges 2-hatvany tobbszordsét. Ebbol kovetkezik, hogy az 0sszes osztok szama tobbszo-
rose a paratlan osztok szimdnak, mégpedig a (k + 1) -szerese.
Az 0sszes osztok szdma 12-nél tobb és 18-ndl kevesebb, €s tobbszorose 5-nek vagy 6-nak, ezért a
szamnak pontosan 15 osztdja van, ebbdl 5 paratlan, és k +1=3, vagyis k =2.
Ha a pdratlan primoszték p;;p,;...;p,, és n=3 lenne, akkor a pdratlan oszték szdma 5-nél tobb
lenne: 1; p;; p,; pys py Wy o Lhs py Lhss -
Ha n =2, és mindegyik prim az els6 hatvanyon szerepel, akkor csak 4 paratlan osztdja van a szam-
nak: L; p; p,; p, [p,.
Ha n =2, és az egyik prim, példdul a p, legaldbb a mésodik hatvanyon szerepel, akkor pedig leg-
aldbb 6 pdratlan osztéja van a szamnak: 1; p,; p,; pi: p, [p,; by [P,
Azt kaptuk, hogy a szamnak egyetlen paratlan primosztdja van, jeloljiik ezt p-vel.
A szamnak akkor lesz 5 pdratlan osztdja, akkor a p negyedik hatvdnyon szerepel a primtényezds
felbontdsban. A szam tehat 4 [p* alakd, ahol p pdratlan prim.
403" =324 <1000 és 401* > 400" >10000, ezért p csak 5 vagy 7 lehet.
Laura anyukdja tehat ki tudja nyitni a dobozt, ha kiprébalja a két lehetséges PIN-kddot,
a 43" =2500 ésa 4[7* =9604 szdmokat.

. Nevezziink csodds szamnak egy pozitiv egész szamot, ha barmely két szomszédos szamjegyébdl allo
kétjegyli szadm oszthatd 19-cel vagy 21-gyel. (A 7638 egy csodds szdm, mert a 76 és a 38 oszthat6
19-cel, a 63 pedig oszthat6 21-gyel; a 7642 viszont nem csodds szam, mert bar a 76 oszthatd 19-cel,
a 42 pedig 21-gyel, de a 64 sem 19-cel, sem 21-gyel nem oszthatd.)
Hény 2026-jegytli csodds szam létezik?

(Kekendk Tamds, Kassa)
Megoldds:
A 19-cel oszthat6 szdmjegypérok a kovetkezok: 00; 19; 38; 57; 76; 95.
A 21-gyel oszthatdk pedig: 00; 21; 42; 63; 84.
0 szdmjegy nem szerepelhet a szamban, mert azt mindig csak 0 el6zheti meg, igy az els6 szamjegy is
0 lenne, ami lehetetlen. A fennmaradé 9 szampar esetén az 1-t61 9-ig terjedd szdmjegyek mindegyike
pontosan egyszer szerepel a tizesek helyén és egyszer az egyesek helyén. Ez azt jelenti, hogy ha
kivalasztunk egy adott szampart, akkor az egyértelmiien meghatarozza, melyik par kovetkezhet utdna.
Vagyis az els6 szdmjegy meghatarozza a teljes szdmot
Az els6 szamjegy 9-féle lehet, igy 9 kiillonboz6 csodds szam 1étezik.

. Igaz-e, hogy minden konvex 6tszogben talalhaté hdrom olyan &tlg, amelyekbdl mint szakaszokbdl
haromszoget lehet szerkeszteni? Ha igen, akkor bizonyitsd be, ha nem, akkor mutass ellenpéldat!
(Szabo Magda, Szabadka)
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Megoldds:
E

A

Legyen az ABCDE 6tszog (egyik) leghosszabb atléja BE. Legyen a BD és a CE atlé metszéspontja P.
P mindkét atlénak belsé pontja. A hdromszog-egyenlétlenség miatt BE < BP+ EP < BD +CE.
Emiatt a BD, CE és BE 4tlokbol, mint szakaszokbdl hdromszog szerkeszthetd, hiszen a leghosszabb
oldal rovidebb, mint a masik két oldal osszege. A valasz tehat igen, minden konvex 6tszognek van
harom olyan 4tloja, amelyekbdl haromszog szerkeszthetd.

. Az 1. 4bréan lathaté hatszogracs tdblara Aron és Bori felvéltva helyez el a 2. dbran lathaté sziirke
darabokat, minden 1épésben egyet. A darabok elforgathaték, mindegyikbdl 100 darab &ll rendelke-
zésre. A darabok még részben sem fedhetik egymast és nem loghatnak le a tablardl. Az a jatékos nyer,
aki utoljara tud elhelyezni sziirke darabot a tdbldra. A jatékot Aron kezdte, és elsd 1épésében a 3.
abran lathat6 sziirke darabot tette a tabldra.
Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja? Hogyan jatsszon, hogy biztosan nyerjen?

(Vistan Laura, Kassa)

2. dbra 3. dbra

Megoldds:
Atabla 5+6+7+8+9+8+7+6+5=61hatszogbdl all. Ha Bori a legnagyobb sziirke elemet az ab-
rén lathaté médon helyezi el a tdblan, akkor az 28 mezdt fed le, Aron elsd darabjaval egyiitt 29-et.

Vagyis 32 mez6 marad iiresen, azaz paros szamu mezd. A kimarad6 helyekre mar csak a két legkisebb
darab helyezhet§ el, amelyek 1 vagy 3 hatszoget fednek le, tehat paratlan sok mez6t. Aron minden
1épése utan paratlan sok, Bori minden Iépése utidn paros sok iires mez6 marad a tdblan. Borinak csak
arra kell figyelnie, hogy megengedett 1épést tegyen, akdrhogyan jatszhat ettdl kezdve, ha az a
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szabalyoknak megfelel. A végén elfogynak a mezdk, vagyis valakinek a 1épése utan 0 szabad mezd
lesz, és ez csak Bori lehet, hiszen a 0 paros szam. Vagyis Borinak van nyerd stratégidja.

Mdsodik megoldds:
Helyezzen el Bori a legnagyobb sziirke elemet az alabbi dbran lathaté médon.

Ezt mindig meg tudja tenni, mert a szabadon maradé rész szimmetrikus a tengelyre, és Aron nem tud
elhelyezni olyan darabot a tdblan, ami metszi a tengelyt. Bori Aron minden lépésére tud valaszolni,
igy Borinak van nyerd startégidja.

. Az iskola udvaran 16 gyerek korbedllt. Mindegyikiiknek 3 baratja volt a tobbi 15 gyerek kozott: a két
szomszédja, illetve a vele szemben all6 gyerek. Hanyféleképpen lehet a 16 gyereket 8 parba beosztani
ugy, hogy mindenkinek az egyik baratja legyen a parja?

(Erdos Gabor, Nagykanizsa)
Megoldds:

Szdmozzuk meg a gyerekeket az oramutat6 jarasdnak megfelelden, 1-t6l 16-ig. Az 1-gyel szemben a
9 4ll, a 2-vel szemben a 10, és igy tovabb. Nevezziik ezeket a parokat atlénak, és az atlokra hivatkoz-
zunk az abban all6 gyerekek koziil a kisebb sorszdmuval (1.; 2.; ...; 7.; 8. atld). Csoportositsuk az
eseteket aszerint, hogy hany 4tlét valasztunk ki.

Ha nem vélasztunk ki egy 4tl6t sem, akkor mindenkit a szomszédjdval pérositunk, erre 2 lehetdség
van: 1 parja 2 vagy 16 lehet, innentdl mér egyértelmi a parositas.

Nem lehet a kivalasztott 4tlok szdma 1, mert annak mindkét oldaldn 7-7 gyerek &ll, 6ket nem lehet
parositani.

Ha 2 atlot valasztunk, akkor két kivélasztott dtloban 4ll6 gyerek kozott paros sok gyereknek kell



VIIL. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny (5-8. osztaly) Megoldasok, 7. osztaly

allnia, vagyis a két atl6 paritdsa kiilonb6z0. 4 paros €s 4 paratlan atlo van, ezeket egymastol fiigget-
leniil valaszthatjuk ki, igy a lehetdségek szama 4[4 =16.

Nem valaszthatunk 3 4tl6t, mert az elsd atlé6 behuzasa utdn annak egyik oldaldn 7 gyerek marad,
koziiliikk a masik 2 atloban még 2-t felhasznalunk. A megmaradt 5 gyerekbdl viszont nem alkothaték
szomszéd-parok. Hasonl6an nem lehet az 4tlok szama sem 5, sem 7.

Nézziik azt az esetet, ha 4 4tl6t valasztunk ki. Ez azt jelenti, hogy 2 szomszédos atlopart nem vélasz-
tunk ki, ez a 8 gyerek alkot szomszéd-parokat. Vizsgéljuk azt, hogy a 2 ki nem valasztott atlopar
kozott hany kivalasztott atlé van.

Lehet, hogy ez 4 szomszédos ki nem valasztott atld, erre 8 eset van (attdl fliggden, hogy melyik a
legkisebb eléforduld sorszam).

Lehet a két ki nem vélasztott atlopar kozott 1 kivalasztott atlé (mésik oldalrdl pedig 3), ez szintén 8
eset, hiszen meghatdrozza, hogy mi az egyetlen kivélasztott kdzrezart atlo.

Lehet a ki nem valasztott atléparok kozott 2-2 kivalasztott atld, ez szimmetriaokokbdl 4 eset (meg-
hatdrozza, ha nem valasztom az 1.-2.; 2.-3.; 3.-4. vagy 4.-5. atléparokat).

Vagyis ekkor 0sszesen 8 +8+4 =20 esetet taldltunk.

Ha 6 atlot valasztunk ki, akkor a két ki nem valasztott atlé szomszédos, ezeket 8 kiilonboz6 mdédon
valaszthatjuk ki.

8 atlot 1-féleképpen vdlaszthatunk.

Tehat az 6sszes megfeleld parositds szama: 2+16+20+8+1=47.



