VIII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny (5-8. osztaly) Megoldasok, 8. osztaly

. Matematika szakkords diakok buszos kirandulasra mentek Lakibol Telekre. A két varos egy fout
mellett, egy-egy kilométerkénél fekszik. Az Gt menti kilométerkdvek szamozasa a févarosban talal-
hato 0 kilométerkénél kezdddik, és ahogy a neviikben szerepel, az egész szamu kilométereket jelzik.
A buszsofdr a 180-as kilométerkdnél kozolte a tarsasaggal, hogy a még hatralévo Ut négyszer akkora,
mint az eddig megtett ut. Késobb a 123-as kilométerkénél azt mondta, hogy a hatralévd Gt mar csak
otdodannyi, mint az eddig megtett ut. Hanyas szamu kilométerkénél van Laki és hanyasnal Telek?
(Egyed LaszIlo, Baja)
Els6 megoldas:
Ha Lakitol a 180-as kilométerkdig megtett tdvolsag x km, akkor Telekig 4x km ut van még hatra. Ha
Lakitol a 123-as kilométerkdig megtett tdvolsag 5y km, akkor Telekig még y km ut van hatra. Laki

¢és Telek tavolsaga egyrészt Sx km, masrészt 6y km, tehat 5x =6y, ezért x = g y. Lakitol a 180-as

kilométerkdig megtettek g v kilométert, aztan 180-as és a 123-as kilométerkd kozott 57 kilométert,
végiil a 123-as kilométerkdtol Telekig y kilométert, ezért felirhatd a kdvetkezod egyenlet:
6
3 y+57+y=06y.
Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy y =15 (km).
Lakitol a 180-as kilométerkodig x = % -15=18 kilométert tettek meg, ezért Laki a 180+18 =198-as

kilométerkénél van.A 123-as kilométerko6tdl Telekig y =15 kilométert tettek meg, ezért Telek a
123 —15 =108-as kilométerkdnél van.

Masodik megoldas:
A 180-as kilométerkd a Laki és Telek kozti tavolsagot 1:4 ardnyban osztja, ezért Laki és a 180-as

kilométerko tavolsaga a két varos kozti tavolsag 3 része. A 123-as kilométerko a Laki és Telek kozti
tavolsdgot 5:1 aranyban osztja, ezért a 123-as kilométerkd és Telek tavolsaga a két varos kozti tavol-
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sag % része. A 180-as és 123-as kilométerkd kozti 57 km tavolsag l—g—g = % része a Laki és

Telek kozti tavolsagnak. Ha a tavolsag % része 57 km, akkor 3—10 része 57:19 =3km, tehat Laki és

Telek tavolsaga 30-3 =90 km. Lakitol a 180-as kilométerkdig 90 % =18 kilométert tettek meg, ezért

Laki a 180+18 =198-as kilométerkonél van. A 123-as kilométerk6tol Telekig 90 é =15 kilométert

tettek meg, ezért Telek a 123 —15 =108-as kilométerkénél van.
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2. Az ABC egyenl6 szaru haromszdg AB ¢és AC oldala egyenld hosszasagu, €s a haromszog A4 csucsnal
1év0 belsd szogének nagysaga 28°. Az AC oldalon kijel6ljiikk az M pontot, az AB oldalon pedig az N
pontot ugy, hogy MBC< =52°és BCN< =28°. Hany fokos az BMN szog?

(Kovacs Béla, Szatmarnémeti)
Megoldas:

A

Készitsiink abrat, és hasznaljuk az abra jeldléseit.
Az ABC haromszog alapon fekvd szogei ABC<«x = BCAX = M =76°.

BCN haromszégben CNB< =180°—28°—-76° =76°,
ezért a BCN haromszog egyenld szara, igy BC=CN. (1)
BCM héromszogben CMB< =180°—-52°—-76°=52°,
ezért a BCM haromszog is egyenl6 szaru, igy BC=CM. (2)
A CMN haromszdg is egyenld szaru, mert (1) és (2) miatt CN =CM ,
szarszoge NCM < =76°—-28°=48°,
e . 180°—48°
alapon fekvo szogei pedig MNC<x = CMN< = — 5 - 66°.

BMN<=CMN<—CMB< =66°—-52°=14°.

3. Nevezziink egy primszamot csodaprimnek, ha az elsé és az utols6 szdmjegyét felcserélve a kétszere-
sénél 1-gyel kisebb szamot kapunk.
a) Melyek a haromjegyli csodaprimek?
b) Bizonyitsd be, hogy nincs tizjegyli csodaprim!
(Barta Zagoni Csongor, Marosvasarhely-Budapest)

Megoldas:

a) A szam kétszeresénél 1-gyel kisebb szam haromjegyti, ezért az eredeti szdm elsO szdmjegye leg-
feljebb 5 lehet. A szam elsd szdmjegye nem lehet paros, mert ha ezt a paros szamjegyet a szam végére
irjuk, akkor paros szamot kapunk, holott a szam kétszeresénél 1-gyel kisebb szam paratlan.

Ha a szam els6 szamjegye 5, akkor csak ugy lehet a szdm kétszeresénél 1-gyel kisebb szdm harom-
jegyl, ha ez a szdm az 500, ekkor a masik szam a 999, de ez nem felel meg a feladat feltételeinek. A
szam elsé szamjegye csak 1 vagy 3 lehet.

Ha a szadm elsd szamjegye 1, akkor utols6 szdmjegye 1 vagy 6 lehet. A 6 kizarhatd, mert haromjegyt
primszam nem lehet paros. De 1 sem lehet, hiszen a szam kétszeresénél 1-gyel kisebb szam els6
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szamjegye legalabb 2. A szam elsd szdmjegye nem lehet 1 sem.

Ha a szam els6 szamjegye 3, akkor utolsé szamjegye 2 vagy 7 lehet. A 2 kizarhat6, mert haromjegyti

primszam nem lehet paros. Egy lehet6ség maradt, ha az eredeti szam a 3x7, kétszeresénél 1-gyel

kisebb szam a 7x3, ekkor a helyi érték szerinti bontast elvégezve felirhato a kdvetkezo egyenlet:
2-(300+10x+7)—1 =700+10x+3.

A zarojel felbontasa és 6sszevonds utan
613+20x =703+10x.

Az egyenletet rendezve kapjuk, hogy x =9.

Az igy kapott haromjegyli szam a 397, amely primszam igy megfelel a feladat feltételeinek.

Az egyetlen haromjegyli csodaprim a 397.

b) Az a) részben elmondottak alapjan, ha van 10 jegyli csodaprim, akkor annak elsé szamjegye 3,

utolsd szamjegye 7. Legyen k az ezen két szdmjegy kozott talalhatd 8 szamjegybdl allo nyolcjegyti

szam. A helyi érték szerinti bontast elvégezve felirhato a kovetkezd egyenlet:
2-(3000000000+10k+7)—1 =7000000000+10% +3.

Az egyenletet megoldva azt kapjuk, hogy &£ =99999999, tehat az egyetlen lehetséges tizjegyli cso-

daprim a 3999999 997.

Ez a szdm azonban nem primszam, mert oszthatd 7-tel: 3999999997 :7 =571428571.

Ezzel belattuk, hogy nincs tizjegyl csodaprim.

Megjegyzés:

A 7-tel vald oszthatosag tobbféleképpen bizonyithato. Két tovabbi lehetdséget mutatunk erre.

1) 399 =350+49 oszthatd 7-tel, 999999 =999-1001 is oszthatd 7-tel, mert 1001=7-11-13.

Ez a bizonyitas lehetdséget ad altalanositasra: nincs (6n + 4) -jegyli csodaprim, ha n természetes sza-
mot jelol.

2) 3999999997 =4-10° —3. A 10 hatvanyok 7-es maradékai hatosaval ismétlédnek: 3; 2; 6; 4; 5; 1.
A 10’ hatvany 7-es maradéka ezért 6, és 4-6—3 =21 oszthatd 7-tel, igy 4-10° —3 is oszthatd 7-tel.
Ez a bizonyitas is lehetdséget ad az 1)-es pontban kimondott altalanositasra.

. Egy kvizesten 8 versenyz0 vett részt. Egy forduloban mindig 3 versenyzd 1épett oda a nyomogom-

bokhoz, és kiizdott meg egymassal. Nem volt 2 olyan versenyz0, akik egynél tobb forduldban verse-

nyeztek volna egymas ellen. Hany forduldra kertilt sor, ha a fordulok szama a lehetd legtobb volt?
(Erdés Gabor, Nagykanizsa)

Megoldas:

Egy versenyz0 mindegyik forduléban 2-2 kiilonbozd ellenfél ellen versenyzett. Az ellenfelek szama

7 volt, ezért minden versenyz6 legfeljebb 3 forduloban vett részt. 8 versenyzo volt, ezért 6sszesen

legfeljebb 8-3 =24 alkalommal fordult eld, hogy egy versenyz6 odaallt valamelyik nyomoégombhoz.

Mivel egy forduloban 3 versenyzd vett részt, ezért a fordulok szama legfeljebb 24 :3 =8 lehetett.

A 8 forduldé megvaldsithatd. Jeloljiik a versenyzoket szamokkal 1-t6l 8-ig, akkor az egyes fordulok

versenyzOi lehettek: 123; 345; 567; 781; 146; 582; 863; 742.

A kvizesten 8 forduldra kertilt sor.

Megjegyzés:

A feladat, és vele egyiitt a megoldas is megfogalmazhato a grafok nyelvén: Maximum hany olyan
haromszdg van egy 8 csticst teljes gratban, amelyek koziil semelyik kettdnek nincs k6zos éle?

Egy lehetséges bizonyitas arra, hogy a fordulok szdma nem lehet 9-nél tobb: A 8 csucst teljes graf
¢leinek szama 28, ezért a haromszogek szadma nem lehet 9-nél tobb, mert 9-3 <28 <10-3.
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. Peti leirta egy lapra az 6sszes olyan legfeljebb hétjegyli pozitiv paratlan szdmot, amelyben a szamje-
gyek szorzata és Osszege egyarant 12.
a) Melyik a Peti altal leirt legnagyobb szam?
b) Melyik a Peti altal leirt legkisebb szam?
¢) Hany szamot irt le a lapra Peti?

(Csaszar Sandor, Csikszereda)
Megoldas:
12=2-6=3-4=2-2-3, ezért hdrom eset lehetséges.
A 2 és a 6 szamjegyek Osszege 8, ezekhez még 4 darab 1-es szdmjegyet kell hozzéatenni, hogy a
szamjegyek Osszege is 12 legyen, a 6 szamjegy: 1; 1; 1; 1; 2; 6.
A 3 és a 4 szamjegyek Osszege 7, ezekhez még 5 darab 1-es szdmjegyet kell hozzéatenni, hogy a
szamjegyek Osszege is 12 legyen, a 7 szamjegy: 1; 1; 1; 1; 1; 3; 4.
A 2,a2és a3 szamjegyek 0sszege 7, ezekhez még 5 darab 1-es szamjegyet kellene hozzatenni, hogy
a szamjegyek Osszege is 12 legyen, ez azonban mar 8 szamjegy lenne, ami nem felel meg a feladat
feltételeinek.
a) A legnagyobb szam hétjegyti, ¢s a legnagyobb helyi értékekre kell elhelyezni a legnagyobb szam-
jegyeket, ezért ez a szdm a 4311 111. Ez a szam paratlan, mert utols6 szamjegye 1, ezért megfelel a
feladat feltételeinek.
b) A legkisebb szam hatjegyli, ¢s a legkisebb helyi értékekre kell elhelyezni a legnagyobb szdmje-
gyeket. A szam paratlan, ezért utols6 szamjegye nem lehet 2 vagy 6.
A Peti altal leirt legkisebb szam a 111261.
¢) Ha a szdmjegyek az 1; 1; 1; 1; 2 és 6, akkor az utols6 helyre 1-est kell irni, hogy a szam paratlan
legyen, a 2-est 5 helyi értékre, a 6-ost 4 helyi értékre irhatjuk, ezért a lehetoségek szama 5-4 = 20.
Ha a szamjegyek az 1; 1; 1; 1; 1; 3 és 4, akkor az utolso helyre 1-est vagy 3-ast kell irni, hogy a szam
paratlan legyen.
Ha az utolsé helyre 1-est irunk, akkor a 3-ast 6 helyi értékre, a 4-est 5 helyi értékre irhatjuk, ezért a
lehetéségek szama 6-5 = 30.
Ha az utols6 helyre 3-ast irunk, akkor a 4-es 6-féle helyi értékre irhatjuk, ez ujabb 6 eset.
Peti 6sszesen 20+30+6 =56 szamot irt le.

. Az ABC haromszog C csucsnal 1évo belso szogének nagysaga 120°, AC oldala 12 cm, BC oldala 6 cm
hosszll. A 120°-0s szog szdgfelezdje az AB oldalt a D pontban metszi. Hiny centiméter hosszii a CD
szakasz?

(Vistan Laura, Kassa)
Els6 megoldas:

A

C 6 cm F 6 cm

Tikrozziik tengelyesen a BCD haromszoget a CD szogfelezore. A B pont képe a sz0g masik szarara
illeszkedik, nevezziik ezt a pontot F-nek. A tiikrozés tavolsagtarto, ezért CF = BC = 6cm, ezért F az
AC szakasz felezOpontja. BCFD négyszog deltoid, egyik atloja CD, masik atloja FB, és ezek merdle-
gesek egymasra. Az atlok metszéspontja legyen M. MBC haromszog egy félszabalyos haromszog,
mert C-nél 60°-os, M-nél pedig 90°-os szoge van, ezért CM oldalanak hossza fele a BC oldal hossza-
nak, azaz CM =3 cm. BCD haromszog a tiikrozés miatt egybevagd CFD haromszdggel, tehat teriile-
tiik egyenlé. CAD haromszogben DF sulyvonal, tehat CAD haromszog teriiletét felezi, tehat a CFD
¢s az FAD haromszogek teriilete egyenld. BCD, CFD és FAD haromszogek teriilete egyenld, ezért a
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. 2
BCFD deltoid tertilete 3 része az ABC haromszog teriiletének. Az ABC haromszdgben BF sulyvonal,

felezi a haromszog teriiletét, ezért BCF haromszog teriilete fele az ABC haromszdg teriiletének. A
DBF haromszog teriilete egyenlé a BCFD deltoid és a BCF haromszdg teriiletének kiilonbségével,

2 1 1
tehat az ABC haromszdg teriiletének 32 = 3 része. DBF és BCF haromszogek teriiletének aranya

1:3, a BF oldaluk kozos, ezért az ehhez tartozdé magassagok aranya is 1:3. Mivel CM =3 cm, ezért
MD =1cm. A CD szakasz hossza 4 cm.

Masodik megoldas: P

Vegyiik fel az E pontot a BC oldal B-n tili meghosszabbitasan, a B-t6l 6 cm tavolsagra. Legyen a CD
szogfelezd egyenesének és az AE szakasznak a metszéspontja F. AEC héaromszog egyenld szaru,
mert AE = AC =12 cm, ezért szarszogének CF szogfelezdje merdleges az AE alapra. AF'C harom-
sz0g egy félszabalyos haromszog, mert C-nél 60°-os, F-nél pedig 90°-os szoge van, ezért CF oldala-
nak hossza fele az AC oldal hosszanak, tehat CF = 6 cm. F pont az AE szakasz felezdpontja, ezért CF
szakasz az AEC haromsz0g stlyvonala. B pont az CE szakasz felezOpontja, ezért AB szakasz az AEC
haromszog sulyvonala. CF és AB sulyvonalak metszéspontja a D pont, tehat D az AEC haromszog
sulypontja. A hdromszdg stlypontja a stilyvonalakat 1:2 ardnyban osztja, ezért CD szakasz hossza a

CF szakasz hosszanak a % része. A CD szakasz hossza 4 cm.

Harmadik megoldas: R

E 6 cm C 12 cm 4

Vegyiik fel az E pontot az AC oldal C-n tali meghosszabbitasan, a C-t6l 6 cm tavolsagra. A BEC
haromszogben ECB<«=180°-120°=60°tovabba EC = BC =6 cm, ezért BEC haromszog szaba-
lyos. Ebbdl kdvetkezik, hogy BE =6cm, és BEC<x =60°. Az ADC ¢és az ABE haromszdgek A4 csucs-
nal 1évo belsd szoge kozos szog, és DCA<X = BEC = 60°, ezért a két haromszdg hasonldé. Hasonlo

haromszogek megfeleld oldalainak ardnya egyenlo: % = % A CD szakasz hossza 4 cm.
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. Hanyféleképpen lehet hézagmentesen lefedni az dbran lathato 4x4-es tablat 8 darab

: 1{2(3]4
1x2-es dominodval? 516718
(Két lefedés kiilonb6zo, ha valamelyik két szamozott mezot az egyik lefedésben egy 9 [oli1li2
domino fed le, a masik lefedésben pedig két dominé egy-egy fele.) 13112[15]16

(Erdos Gabor, Nagykanizsa)
Els6 megoldas:
Jelolje [ a4xn-es tabla lehetséges lefedéseinek a szamat. egy 4x1-es tablat csak egyféleképpen lehet

lefedni két 4llo helyzetli dominodval, ezért / =1. A folytatdsban csoportositsuk az eseteket annak

megfelelden, hogy hanyadik oszlop utan lehet eldszor kettévagni a tablat tigy, hogy nem vagunk el
egy dominot sem. Ezt a folytatasban roviden csak ugy mondjuk, hogy ott lehet vagni.

Ha az oszlopok szama 2, és a két oszlop kozott lehet vagni, akkor az elsé oszlopot 1-féleképpen lehet
lefedni, a vagas utani oszlop lefedésére /, =1 lehetdség van, ez eddig 1-/, =1 lehetéség. Ezen kiviil

még az alabbi abran l4thato 4 olyan lefedés van, amikor nem lehet vagni, tehat [, =1-/, +4 =5.

Legyen most az oszlopok szdma 3. Ha az els6 utan lehet elvagni, akkor az elsé oszlop 1-féleképpen
fedhetd le, utdna 2 oszlop marad, ami pedig /, -féleképpen fedhetd le. Ha a méasodik utan lehet vagni,

akkor az els6 két oszlop, ahogy az el6z6 abran lattuk, 4-féleképpen fedheto le, utana 1 oszlop marad,
ami pedig / -féleképpen fedhetd le, €s van még 2 olyan lehetdség, amikor egyik oszlop utan sem lehet

vagni, ez lathato az alabbi abran. Ezek szerint [, =1-1,+4-[, +2=5+4+2=11.

Ha az oszlopok szama 4, akkor ha az els0, masodik vagy harmadik oszlop utan lehet vagni, akkor a
vagas el6tt rendre 1; 4; 2 lehetséges lefedés van, utana pedig rendre /;; /,; [, a lehetséges lefedések
szama, ¢és van még 3 olyan lehetdség, amikor egyik oszlop utan sem lehet vagni, ez lathat6 az aldbbi
abran. Ezek szerint [, =1-[,+4-1,+2-[,+3=11+20+2+3=36.

I

I
A tablat 36 kiilonboz6 modon lehet lefedni dominokkal.

Masodik megoldas:

Csoportositsuk a lefedéseket a vizszintes domindk szama szerint.

Ha a vizszintes domindk szama 0, akkor a lefedések szama 1. A vizszintes dominok szama nem lehet
1, mert amelyik oszlopokbdl lefed 1-1 mezdt, azokban az oszlopokban 3-3 mezdt kellene lefedni
fiiggdleges domindkkal, ami lehetetlen. Hasonl6an nem lehet a vizszintes domindk szama mas parat-
lan szam sem. Minden vizszintes dominonak kell, hogy legyen ugyanis egy parja, amelyik ugyanab-
ban a két oszlopban fed le 1-1 mezét, kiilonben ezekben az oszlopokban az {ires mezdkszama paratlan
lenne, igy nem lehetne 6ket lefedni fiiggdleges dominokkal. Ha a vizszintes dominok szama 2, akkor
az elébb elmondottak miatt ezeket ugy kell elhelyezni, hogy ugyanabbdl a 2 oszlopbol fedjenek le 2-
2 mez6t, és a megmarado két mezo kozvetlentil egymads alatt legyen. Erre 9 lehetdség van, ezek lat-
hatok az alabbi abran.
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A domindparokrdl elmondottaknak akkor is teljesiilnitik kell, ha a vizszintes domindk szdma 4. Ebben
az esetben a lehetséges lefedések szama 16, ezek lathatok az alabbi abran.

Ha a vizszintes dominok szama 6, akkor a fiiggéleges domindk szama 2, ezért ebben az esetben a
lefedések szama ugyanannyi, mint amikor a vizszintes domindk szama 2, tehat 9 ilyen lefedés van.
Ha a vizszintes dominok szama 8, akkor a lefedések szama 1.

Az Osszes lefedések szama 1+9+16+9+1=36.

. A Nemzetkozi Magyar Matematikaversenyen 6t régio — Délvidék, Erdély, Felvidék, Karpatalja, Ma-
gyarorszag — tanuldi vesznek részt. A nyolcadik évfolyamon 60 tanul6 versenyez. Barmely 10 nyol-
cadik osztalyos versenyzd kozott van 3, akik egy régiobol érkeztek. Bizonyitsd be, hogy a nyolcadik
évfolyam versenyzdi kozott van legalabb 15, akik egy régiobol valok!

(Fedorszki Adam, Beregszdsz-Budapest)
Els6 megoldas:
Indirekt bizonyitast alkalmazunk. Tegyiik fel, hogy egyik régiobol sem érkezett 15 vagy tobb nyol-
cadik osztalyos. Ez azt jelenti, hogy mindegyik régiobdl legfeljebb 14 gyerek érkezett.
Mivel 4-14 =56 <60, ezért ez csak ugy lehetséges, ha mind az 6t régiobol érkezett legalabb 4 nyol-
cadik osztalyos versenyz6. Ha mind az 5 régiobol kivalasztunk 2-2 nyolcadik osztalyost, akkor ebben
a 10 f6s csoportban nem lesz 3 olyan versenyzd, akik k6zos régiobol valok. Nem teljesiilnek a feladat
feltételei, tehat ellentmondéshoz jutottunk. Indirekt feltevésiink hamisnak bizonyult.
Van olyan régio6, ahonnan legalabb 15 nyolcadik osztalyos versenyzo érkezett.

Masodik megoldas:

Ha mind az 6t régiobdl érkezett volna legalabb 2 nyolcadik osztalyos, akkor mindegyik régiobol ki-
valasztva 2-2 versenyzot, egy olyan 10 f0s csoportot kapnank, amelyre nem teljesiilnének a feladat
feltételei, mert nem lenne a 10 gyerek kozott 3 olyan, akik kozos régiobol érkeztek. Ez azt jelenti,
hogy az egyik régiobol legfeljebb 1 nyolcadik osztalyos érkezett, a masik 4 régiobol pedig dsszesen
legalabb 59 nyolcadik osztalyos. A skatulyaelv alapjan a 4 régio kozott van legalabb egy olyan, ahon-
nan legalabb 15 nyolcadik osztalyos érkezett, mert 4-14 =56 < 59.



